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Petrinetze sind ein Formalismus zur Modellierung mit folgenden
Eigenschaften:

Grundlagen und
Erreichbarkeitsgraphen

o Vorstellung von Systemiibergangen, bei denen (gemeinsame)
Ressourcen konsumiert und neu erzeugt werden kénnen.

o Einfache Modellierung von Kapazitaten, raumlicher Verteilung
der Ressourcen, von Nebenlaufigkeit, Parallelitat und
(Zugriffs-)Konflikten.

o Intuitive grafische Darstellung.

Petrinetze werden in der Praxis vielfach benutzt.

In UML sind sie abgewandelt als sogenannte Aktivitdtsdiagramme
(englisch: activity diagrams) eingegangen.
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Parallelitdt versus Nebenldufigkeit:

Grundlagen und
Erreichbarkeitsgraphen

Parallelitat
Zwei Ereignisse finden parallel statt, wenn sie gleichzeitig
ausgefuhrt werden.

Nebenlaufigkeit

Zwei Ereignisse sind nebenlaufig, wenn sie parallel ausgefihrt
werden kénnen (jedoch nicht miissen), das heif3t, wenn zwischen
ihnen keine kausale Abhangigkeit besteht.

Das bedeutet: Nebenlaufigkeit ist der allgemeinere Begriff.
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il ;.. Motivation: Petrinetze

Modelionn Ein verbreitetes Beispiel: Dining Philosophers

o Es sitzen drei (oder vier, oder finf, ...) Philosophen P; um
s einen runden Tisch, zwischen je zwei Philosophen liegt eine
Gabel (fork) F;.
o Philosophen werden von Zeit zu Zeit hungrig und bendtigen
dann zum Essen beide benachbarte Gabeln.
o Jeder Philosoph nimmt zu einem beliebigen Zeitpunkt beide
Gabeln nacheinander auf (die rechte zuerst), isst und legt
anschlieBend beide Gabeln wieder zurick.

@ Q-
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s Motivation: Petrinetze

Modellierung
WS 17 Fragen, die man (zum Beispiel) mit Petrinetzen untersuchen kann:
o Kann das modellierte System kontinuierlich Fortschritt
Grundiagen s machen, oder l&sst es sich in Sackgassen mandvrieren?

o Bekommt jede modellierte Aktion die Chance, auch
tatsachlich ausgefiihrt zu werden?
Nur einmalig oder sogar beliebig oft wiederholt?

o Besteht Fairness fiir verschiedene Akteure?

o Bedingen bestimmte Aktionen einander, oder schlie3en sich
gegenseitig aus?

o Gibt es Beschrankungen flr eventuellen
Ressourcenverbrauch und -erzeugung?

Dabei sind bestimmte Analysen sogar fir Systeme méglich, deren
ZustandsUbergangsdiagramm unendlich ware.
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Praktische Anwendungen fiir Petrinetze:

Grundlagen und
Erreichbarkeitsgraphen

o Modellierung von Arbeitsablaufen
(work flow, business processes)

Modellierung und Analyse von Web Services
Beschreibung von grafischen Benutzungsoberflachen
Prozessmodellierung bei Betriebssystemen

© ©0 © o

Ablaufbeschreibungen in ingenieurwissenschaftlichen
Anwendungen
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s Petrinetze: Informelle Einflihrung
Modellierung Beispiel fiir ein Petrinetz:

WS 17/18

Grundiagen und
Erreichbarkeitsgraphen

Grafische Darstellung:

o Stellen (dargestellt als Kreise):
Mégliche Platze flir Ressourcen

o Marken (dargestellt als kleine ausgefiilite Kreise):
Ressourcen

o Transitionen (dargestellt durch Rechtecke):
Systemuibergange
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i Petrinetze: Informelle Einflhrung

Modellierung

WS 17148 Mehr zur Darstellung einer Transition:

Vorbedingung (Marken, die konsumiert werden)

Grundlagen und
Erreichbarkeitsgraphen

Nachbedingung (Marken, die erzeugt werden)

Das Entfernen der Marken der Vorbedingung und Erzeugen der
Marken der Nachbedingung nennt man Schalten bzw. Feuern der
Transition.

Allgemeiner als im Beispiel oben muss nicht unbedingt genau eine
Marke pro Pfeil konsumiert oder erzeugt werden.

Und weder miissen die Stellen der Nachbedingung vor dem
Schalten leer sein, noch die Stellen der Vorbedingung danach.
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Petrinetz (Definition)
P— Ein Petrinetz ist ein Tupel N = (S, T,*(),()*, mo), wobei
o S eine Menge von Stellen und

o T eine Menge von Transitionen ist.

o AuBerdem gibt es flr jede Transition t zwei Funktionen
°t: S— Ngund t* : S — Ny, die angeben, wie viele Marken
durch t aus einer Stelle entnommen bzw. in eine Stelle gelegt
werden.

o Und mg : S — Ny ist die Anfangsmarkierung (oder initiale

Markierung).

Der Wert *t(s) bzw. t*(s) wird jeweils als Gewicht bezeichnet.

Petrinetze: Definitionen
Modellierung
WS 17/18
Markierung

Grundiagen und
Erreichbarkeitsgraphen

Eine Markierung ist eine Funktion m: S — Np.

Sie kann festhalten:
o wie viele Marken aktuell in einzelnen Stellen liegen,
o wie viele Marken einzelnen Stellen zu entnehmen sind, oder
o wie viele Marken einzelnen Stellen hinzuzufiigen sind.

Falls eine Reihenfolge sy, ..., s, der Stellen fixiert wurde, kann
eine Markierung m auch durch ein Tupel (m(s1), ..., m(sp))
ausgedriickt werden.
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e Petrinetze: Definitionen

Modelion. Eine andere Definition von Petrinetzen stellt die Verbindungen
zwischen Stellen und Transitionen und die dazugehdrigen
Gewichte mittels einer Flussrelation dar:

Grundlagen und
Erreichbarkeitsgraphen

F C (SUT)x (Ng\{0})x(SUT)

wobei nur Tripel der Formen
o (s,n,t) (Kante von Stelle zu Transition)
o (t,n,s) (Kante von Transition zu Stelle)

mit s € Sund t € T erlaubt sind.

Zusammenhang zur vorherigen Definition:
(s,mt)eF < °t(s)=n#0
(t,n,s)eF <= t*(s)=n#0
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Genaueres zur grafischen Darstellung:

Grundlagen und
Erreichbarkeitsgraphen

o Stellen werden als Kreise, Transitionen als Quadrate oder
Rechtecke, Marken als kleine ausgefillte Kreise dargestellt.

o Kanten zwischen Stellen und Transitionen werden als Pfeile
dargestellt.

o Die Kanten sind eigentlich mit dem jeweiligen Gewicht
beschriftet. Dieses kann jedoch weggelassen werden, falls es
den Wert 1 hat. Nur falls ein Gewicht den Wert 0 hat, wird die
ganze Kante weggelassen.
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Petrinetze: Darstellung
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Betrachten wir den Zusammenhang zwischen der mathematischen
Notation und der grafischen Darstellung an einem Beispiel:

Grundiagen und
Erreichbarkeitsgraphen

S={s1,52,53}

T:{l‘1,t2,t3}

*H:sy = 1,8 1,530

t1.2 S1+—=0,8+—0,83—2

oder: °t = (1,1,0) ¢t =(0,0,2)

Stellenordnung:
$1,52,83

my: Sg—1,8+—2,85—0
oder: mp = (1,2,0)
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s Petrinetze: Darstellung

Modellierung
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Betrachten wir den Zusammenhang zwischen der mathematischen
Notation und der grafischen Darstellung an einem Beispiel:

Grundlagen und
Erreichbarkeitsgraphen

Alternative Notation (mit Flussrelation):

S = {si,8,53}

T = {t1,1‘2,t3}
{(s1,1,t1),(s2,1,t1), (4,2, s3),
(s3,1,8),(t2,1,51),
(s3,1,13),(t3,1,82)}

my = (1,2,0)

-
Il

Stellenordnung:
$1,52,83




Petrinetze: Wiederholung

Offen im Denke

Modellierung i X
ws 17/18 Wichtige Konzepte:
o Markierungen: Funktionen m: S — Ny
e o Vor- und Nachgewichte: *t und t*, selbst Markierungen

Zusammenhang mit grafischer Darstellung:

Anfangsmarkierung zur Belegung der Stellen
kein Pfeil von s zu t, falls *t(s) = 0
kein Pfeil von t zu s, falls t*(s) =0

Pfeil von t zu s, falls t*(s) = 1

Qo

Qo

Qo

o Pfeil von s zu t, falls *t(s) = 1

Qo

o Pfeil mit Beschriftung nvon s zu t, falls *t(s) = n > 1
Qo

Pfeil mit Beschriftung nvon t zu s, falls t*(s) = n > 1
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s Petrinetze: Dynamik

Moeliering Ordnung und Operationen auf Markierungen:

Seien m,m : S — Ny zwei Markierungen, also Abbildungen von
Stellen auf natdrliche Zahlen.

Grundiagen und
Erreichbarkeitsgraphen

Ordnung (Definition)
Es gilt m" < mfalls fur alle s € S gilt: m'(s) < m(s).

In diesem Fall sagt man, dass m’ durch m Giberdeckt wird.
Beispiele: Sei |S| =3, m=(0,1,2), m =(0,0,1).

Dann gilt m" < m, aber nicht m < .

Es gilt auch (0,1,0) <(0,1,0).

Aber nicht (3,1,2) < (5,1000,1).

Und weder (0,1,2) <(0,2,1), noch (0,2,1) <(0,1,2).
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i Petrinetze: Dynamik

Modelion. Ordnung und Operationen auf Markierungen:

Seien m,m’' : S — Ny zwei Markierungen, also Abbildungen von
Stellen auf natirliche Zahlen.

Grundlagen und
Erreichbarkeitsgraphen

Addition (Definition)
Wir definieren m” = m&® m'’, wobei m” : S — Ny mit
m'(s) = m(s)+n'(s) firalle s € S.

Beispiel: (0,1,2)®(0,0,1) = (0,1,3) = (0,0,1)®(0,1,2)

Subtraktion (Definition)

Falls m’ < m, definieren wir m" = m& m’, wobei m” : S — Ny mit
m'(s) =m(s)—m/(s) furalle s € S.

Beispiel: (0,1,2)©(0,0,1) =(0,1,1)
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Weitere Konzepte:

Grundlagen und

cmmegaren  AKtiVierung (Definition)

Eine Transition ¢ ist flir eine Markierung m aktiviert falls *t < m gilt.
(Das heiBt, falls in m je Stelle genug Marken vorhanden sind, um
die Vorbedingung von f zu erfillen.)

Schalten (Definition)

Sei t eine Transition und m eine Markierung, fir die f aktiviert ist.
Dann kann ¢ schalten, was zu der Nachfolgemarkierung
m = me*t& t* fuhrt; zu lesen als (m& *t) G t°.

Symbolisch dargestellt: m [t) m'.
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G Petrinetze: Dynamik

Modellierung
Ws 1718 Weitere Konzepte:
Grundagen g Erreichbarkeit (Definition)

Erreichbarkeitsgraphen

Man nennt eine Markierung m erreichbar, wenn es eine endliche
Folge von Transitionen ty,. .., t, gibt mit

mo [t) mi [t) -+ Mp_q [to) M,

wobei my die Anfangsmarkierung des Petrinetzes ist.

Man schreibt auch mg [t. .. t,) m, oder mo [t) mmitf=t...t,.
Die Sequenz T nennt man Schaltfolge.

Auch die leere Schaltfolge T = € is mdglich. In diesem Fall andert
sich die Markierung nicht: m [€) m, fur jede Markierung m.
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e Petrinetze: Dynamik

Modslierung Die Markierung mo = (1,1,1) istin
zwei Schritten erreichbar:
1. °4 = (1,1,0) < (1,2,0) =my

Grundlagen und
Erreichbarkeitsgraphen

m=mo°dt}
=(1,2,0)©(1,1,0)©(0,0,2)
=(0,1,2)

2. .t2:(07071) S (0,1,2):”71

m=mohdly
=(0,1,2)©(0,0,1)&(1,0,0)
=(1,1,1)

Stellenordnung: sy, Sp, S3

Es gilt also: mg [t1) my [&2) m2, oder: mg [tit2) Mo.

Es gilt auch: mg [t1> my [f3> (0,2,1).
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Grundlagen und
Erreichbarkeitsgraphen

Nicht-Determinismus
Petrinetze sind ein nicht-deterministischer Mechanismus.

Das heif3t, zu einer Markierung kann es mehrere
Nachfolgemarkierungen geben.

Die Frage, wer die Nachfolgemarkierung auswahlt, stellt sich fur

die Modellierung nicht. Das Modell beschreibt, dass alle diese
Nachfolgemarkierungen méglich sind und trifft keine Auswahl.
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G Petrinetze: Dynamik

Modellierung
ws17ng Zustandslibergangsdiagramm eines Petrinetzes (Definition)
Sei N=(S,T,*(),()*,mo) ein Petrinetz.
Sreceminr Dann besteht das zu N gehérende Zustandsiibergangsdiagramm

aus folgenden Komponenten:
o Zustandsmenge Z: Menge aller erreichbaren Markierungen

o Kantenbeschriftungsmenge L: Menge aller Transitionen

o Ubergangsmenge U: (m,t,m’) € U <= m[t)m/
o Startzustand zp: die Anfangsmarkierung mg

Das Zustandslbergangsdiagramm eines Petrinetzes nennt man
auch dessen Erreichbarkeitsgraph.

Trotz Endlichkeit des Petrinetzes kann der Erreichbarkeitsgraph
unendlich werden!
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e Petrinetze: Dynamik

Modellierung
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Beispiel: Bestimme den Erreichbarkeitsgraph fur das folgende
Gredagen ind Petrinetz

Erreichbarkeitsgraphen
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ws 17/18 Erreichbarkeitsgraph fir das Beispielnetz:

Grundlagen und
Erreichbarkeitsgraphen
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G Petrinetze: Dynamik

Modellierung
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Grundlagen und

e BeiSpi€l: Bestimme den Erreichbarkeitsgraph fiir das folgende
Petrinetz
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e Petrinetze: Dynamik

Modellierung

WS 1o Frage: Gibt es fur jedes (endliche) Zustandsubergangsdiagramm
ein Petrinetz, dessen Erreichbarkeitsgraph gerade jenes
Zustandsubergangsdiagramm (bzw. dessen erreichbarer Teil) ist?

Grundlagen und
Erreichbarkeitsgraphen

Idee:

o Zustande werden zu Stellen.
o Ubergidnge werden zu Transitionen.

o Die Stelle, die den Startzustand darstellt, ist als einzige zu
Beginn mit einer Marke belegt.

Jedoch:

o Das entstandene Petrinetz enthalt keinerlei Nebenlaufigkeit.
o Bei der Umwandlung
Petrinetz — Zustandslbergangsdiagramm — Petrinetz

wird das zweite Petrinetz im Allgemeinen viel gréBer als das
erste.
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Grundlagen und
Erreichbarkeitsgraphen

Petrinetze: Dynamik

Beispiel: Umwandlung eines Zustandsiibergangsdiagramms in ein
Petrinetz (mit entsprechendem Erreichbarkeitsgraph)

Bemerkung:

Die Konstruktion funktioniert so immer dann, wenn jede

Beschriftung im Zustandsiibergangsdiagramm héchstens einmal
vorkommt.
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Eigenschaften von Petrinetzen,
Uberdeckungsgraphen
e Petrinetz-Beispiel: Keksautomat
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Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Wir modellieren einen Keksautomaten mit folgenden
Bestandteilen:

o extern: Einwurfschlitz, Entnahmefach

o intern: Keksspeicher, Kasse, Signalweiterleitung (Einwurf
einer Miinze soll Signal erzeugen, danach Ausgabe Keks)

Nach: ,Petrinetze — Modellierungstechnik, Analysemethoden,
Fallstudien® von W. Reisig
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Keksspeicher @
Eigenschaften,

Uberdeckungsgraphen

Miinze einwerfen Schachtel entnehmen

[ ]

[ ]

Einwurfschlitz Entnahmefach

Einwurf moglich kein Signal

Kasse
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A Petrinetz-Beispiel: Keksautomat
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Eigenschaften,

Uberdeckngsorephen Ist der Keksautomat so in Ordnung?

Problem: Wenn der Keksspeicher leer ist, ist immer noch
Munzeinwurf méglich, ohne Rickgabe.

Es gibt verschiedene denkbare Lésungen fiir dieses Problem:
Rlckgabe der Miinze, Keks-Zahler, . ..
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Wir betrachten zunachst Begriffe wie Lebendigkeit und Deadlock
(= Verklemmung).

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Starke Lebendigkeit (Definition)

Man nennt ein Petrinetz stark lebendig, wenn es fir jede Transition
t und jede (von mg aus) erreichbare Markierung m eine Markierung
m'’ gibt, die von m aus erreichbar ist und fir die t aktiviert ist.

BezUglich des Erreichbarkeitsgraphen bedeutet dies, fiir jede
Transition t: von jedem Knoten des Graphen aus ist ein Ubergang
erreichbar, der mit t beschriftet ist.
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Egoscratan, Schwache Lebendigkeit (Definition)

Man nennt ein Petrinetz schwach lebendig, wenn es flr jede
Transition t eine (von my aus) erreichbare Markierung gibt, fur die t
aktiviert ist.

Bezliglich des Erreichbarkeitsgraphen bedeutet dies, dass es fiir
jede Transition t mindestens einen Ubergang gibt, der mit ¢
beschriftet ist.
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G Petrinetze: Lebendigkeit und Verklemmungen
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Verklemmung (Definition)

Eigenschaften,

wwsrsere— Man sagt, dass ein Petrinetz eine Verklemmung (oder einen
Deadlock) enthalt, wenn es eine (von my aus) erreichbare
Markierung gibt, fir die keine Transition aktiviert ist.

Bezliglich des Erreichbarkeitsgraphen bedeutet dies, dass es
einen Knoten gibt, von dem aus es keinen Ubergang gibt.

Ein Petrinetz, das keine Verklemmung enthélt, nennt man
verklemmungsfrei.
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i Petrinetze: Lebendigkeit und Verklemmungen
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Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Starke der starken Lebendigkeit

Wenn wir nur Petrinetze betrachten, deren Transitionsmenge nicht
leer ist, gilt:

Jedes stark lebendige Petrinetz ist sowohl schwach lebendig als
auch verklemmungsfrei.
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Beispiele firr Lebendigkeit und Verklemmungen:
Ein Beispiel fir ein stark
lebendiges Petrinetz . ..
g Petrinetze: Lebendigkeit und Verklemmungen
Modellierung
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Beispiele fur Lebendigkeit und Verklemmungen:
Ein Beispiel fir ein
schwach lebendiges und
verklemmungsfreies
Petrinetz, das jedoch nicht
stark lebendig ist . ..
b Petrinetze: Lebendigkeit und Verklemmungen
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Beispiele fur Lebendigkeit und Verklemmungen:

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Ein Beispiel fir ein
verklemmungsfreies
Petrinetz, das jedoch nicht
schwach lebendig ist . ..
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Beispiele firr Lebendigkeit und Verklemmungen:
Ein Beispiel fir ein
schwach lebendiges Q
Petrinetz, das jedoch eine
Verklemmung enthalt ...
Petrinetze: Lebendigkeit und Verklemmungen
Modellierung
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Beispiele fur Lebendigkeit und Verklemmungen:
Ein Beispiel fir ein
Petrinetz, das eine @_.D_.O
Verklemmung enthalt und
das auch nicht schwach
lebendig ist ... D
e Petrinetze: Lebendigkeit und Verklemmungen
Modellierung
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Uberblick tiber die verschiedenen Petrinetzklassen (unter der
Voraussetzung, dass jedes betrachtete Petrinetz mindestens eine
Transition enthalt):

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

" 0

alle Petrinetze

e

N verklemmungs-
stark freie Netze
lebendige

Netze

N

schwach lebendige

\Netze )




Petrinetze: Beschranktheit
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ws 17/18 Sichere, beschrankte und unbeschrankte Petrinetze (Definition)
Man nennt ein Petrinetz . ..
o sicher (oder 1-sicher), wenn
Bomescmaaeon o Fur jede Transition t und fir jede Stelle s gilt: *t(s) < 1
und t*(s) < 1, also alle Gewichte sind héchstens 1, und
o fiir jede erreichbare Markierung m und jede Stelle s gilt,
dass m(s) < 1.
o beschrankt, wenn es eine Konstante ¢ € Ny gibt, so dass fiir
jede erreichbare Markierung m und jede Stelle s gilt, dass
m(s) <c.
o unbeschrankt, wenn es flr jede Konstante ¢ € Ny eine
erreichbare Markierung m und eine Stelle s gibt mit m(s) > c.

Beobachtung: Ein Petrinetz ist unbeschrénkt genau dann, wenn sein
Erreichbarkeitsgraph unendlich grof ist.
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Petrinetze: Kausalitat, Nebenlaufigkeit, Konflikt

Modellierung

ws 178 Weitere wichtige Begriffe bei Petrinetzen sind Kausalitét,

Nebenlaufigkeit und Konflikt.
Wir beschaftigen uns auch damit etwas genauer.

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Kausalitat (Definition)

In einem Petrinetz nennt man die Transition f; eine notwendige
Bedingung fiir das Schalten der Transition & genau dann, wenn fir
alle Schaltfolgen 7 gilt:

falls mq [#t2) m fiir eine Markierung m, dann enthélt 7 mit
Sicherheit die Transition .

Bezliglich des Erreichbarkeitsgraphen bedeutet dies, dass jeder
Knoten, von dem aus es einen mit & beschrifteten Ubergang gibt,
nur tber Wege erreichbar ist, in denen t; vorkommt.
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G Petrinetze: Kausalitat, Nebenlaufigkeit, Konflikt

Modellierung
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Beispiel fiir Kausalitat:

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

o Hier ist t; eine notwendige Bedingung fiir t.

o Aber i ist hier keine notwendige Bedingung fiir {4. Denn nicht
jede Schaltfolge, die zu t, fiihrt, enthélt & (z.B. T = t; t3).

Analoges gilt fur t;.




Petrinetze: Kausalitat, Nebenlaufigkeit, Konflikt
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Transitivitat der Kausalitat
Wenn t; eine notwendige Bedingung fiir & ist, und f, eine
notwendige Bedingung fir t3 ist, dann ist #; eine notwendige
Bedingung fir t3.
g Petrinetze: Kausalitat, Nebenlaufigkeit, Konflikt
Modellierung
WS 17/18
Nebenlaufigkeit (Definition)
S, Die Transitionen f,...,t, einer Menge T’ C T nennt man fiir die
pecesnsene Markierung m nebenldufig aktiviert, wenn
HB--- B, < m.
Das heifB3t, wenn die Markierung m genug Marken enthélt, um alle
Transitionen aus T’ ,gleichzeitig* zu feuern.
Beobachtung: Wenn die Transitionen einer Menge T’ fur die
Markierung m nebenlaufig aktiviert sind, so ist dies
auch fur jede Teilmenge von T’ der Falll.
e Petrinetze: Kausalitat, Nebenlaufigkeit, Konflikt
Modellierung
WS 17/18

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Beispiele fiir Nebenlaufigkeit:

Die Transitionen t und t5 sind fiir die hier gezeigte Markierung
nebenlaufig aktiviert.

Denn:
*t, = (0,1,0,0)

*t; = (0,0,1,0)
‘@t < (0,1,1,0)




Petrinetze: Kausalitat, Nebenlaufigkeit, Konflikt
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Eigenschaften,
Uperdeckungsgraphen

Die Transitionen t;, t und f3 sind fiir die hier gezeigte Markierung
nebenlaufig aktiviert.

Denn:
*t, = (1,0,0,0)
*t, = (1,0,0,0)
*ts; = (1,0,0,0)
‘hdLd < (3,0,0,0)
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G Petrinetze: Kausalitat, Nebenlaufigkeit, Konflikt
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Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Die Transitionen der Mengen {t;, &2}, {t>, s} und {#,} sind fur
die hier gezeigte Markierung jeweils nebenlaufig aktiviert. Dies gilt
jedoch nicht fir die Menge {t, t, 3} insgesamt.

Denn:
=% =ty = (1,0,0,0)
o'k = D' = o < (2,0,0,0)

LD Dt ﬁ (2,0,070)

nnnnnnnnn

e Petrinetze: Kausalitat, Nebenlaufigkeit, Konflikt

Offen im Denke

Modellierung
WS 17/18
Die Transitionen der Mengen
o o o o {f1,t3} und {tg,t3} sind fir
die hier gezeigte Markierung

Uberdeckungsgraphen

jeweils nebenlaufig aktiviert.
t t; t3
. Dies gilt jedoch nicht fur die

Mengen {t,%} und

. . . {f1,t2,t3}.

Dieses Beispiel zeigt auch, dass Nebenlaufigkeit nicht transitiv ist:
fir die angegebene Markierung ist t; nebenlaufig aktiviert zu t3,
und {3 ist nebenlaufig aktiviert zu f,, jedoch sind #; und £ nicht
nebenlaufig aktiviert.




Petrinetze: Kausalitat, Nebenlaufigkeit, Konflikt

Offen

Modellierung
WS 17/18
Konsequenzen von Nebenlaufigkeit
s Wenn die Transitionen einer Menge T’ fir eine Markierung m
nebenlaufig aktiviert sind, so ist jede Anordnung dieser
Transitionen eine Schaltfolge ausgehend von m.
Das heift, fir jede Sequenz , in der jede Transition aus T’ genau
einmal vorkommt, gibt es eine Markierung m’ mit m [#) m’
Und diese Markierung m’ ist durch T’ eindeutig bestimmt (also
unabhangig von 7).
e Petrinetze: Kausalitat, Nebenlaufigkeit, Konflikt
Modellierung
WS 17/18

Nebenlaufig aktivierte Transitionen fihren daher in
Erreichbarkeitsgraphen zu Strukturen, die die Form eines

S e Quadrats (oft Diamond genannt) oder (héherdimensionalen)
Wiirfels haben.

Beispiel fiir so ein Quadrat:

(1f) (Of)
(1,0)——(0,0)

e Petrinetze: Kausalitat, Nebenlaufigkeit, Konflikt

Offen im Denke

Modellierung
WS 17/18

Beispiel flir Entstehen eines Wiirfels:

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

1,11])————— 011

fz

098 L

100

(0,1,0)

o (0,0,0)




Petrinetze: Kausalitat, Nebenlaufigkeit, Konflikt

Offen im Denke

Modellierung
WS 17/18

Frage: Wenn ausgehend von einer Markierung m jede Anordnung

der Transitionen einer Menge T’ eine Schaltfolge darstellt,
sind dann die Transitionen aus T fiir m nebenlaufig aktiviert?

‘o

Eigenschaften,
Uperdeckungsgraphen

Nein, nicht unbedingt!

Gegenbeispiel:

nnnnnnnnn

G Petrinetze: Kausalitat, Nebenlaufigkeit, Konflikt

Modellierung

ws 17/18 Schlinge (Definition)

Eine Schlinge (oder Schleife) in einem Petrinetz besteht aus einer
Transition t und einer Stelle s mit *t(s) > 0 und t*(s) > 0.

Eigenschaften, n

Uperdeckungsgraphen
. t s
Grafisch: . ‘

m

Far schlingenfreie Petrinetze gilt:

Seien eine Markierung m und eine Menge T’ von Transitionen
gegeben, so dass jede Anordnung dieser Transitionen von m
ausgehend schaltbar ist.

Dann sind die Transitionen aus T’ fiir m nebenlaufig aktiviert.

nnnnnnnnn

G Petrinetze: Kausalitat, Nebenlaufigkeit, Konflikt

Modellierung
WS 17/18

Konflikt (Definition)

Zwei Transitionen t,t' € T stehen fiir die Markierung m in Konflikt
Oniemraphon genau dann, wenn:

o tund t' sind beide fir m aktiviert und
o tund t sind fiir m nicht nebenlaufig aktiviert.

Anschaulich: Jede einzelne der beiden Transitionen konnte schal-
ten, aber nicht tatsachlich beide ,gleichzeitig”.

Das liegt immer daran, dass sie eine gemeinsame Stelle in den
Vorbedingungen haben. Das heif3t, es gibt eine Stelle s mit
*t(s) > 1und *t'(s) > 1.




Petrinetze: Kausalitat, Nebenlaufigkeit, Konflikt

Offen im Denke

Modellierung
WS 17/18

Eigenschaften,
Uperdeckungsgraphen

Far die hier gezeigte Markierung steht t; in Konflikt mit .

Denn:
(1,1,0,0,0,0,0) < (1,1,1,1,0,0,0)

(0,1,1,0,0,0,0) < (1,1,1,1,0,0,0)
(1,1,0,0,0,0,0)®(0,1,1,0,0,0,0) £ (1,1,1,1,0,0,0)

AuBerdem steht f, in Konflikt mit t3. Jedoch steht t; nicht in Konflikt
mit &3 (keine Transitiviat der Konfliktrelation).

nnnnnnnn

s Beispiel: Dining Philosophers

Moeliering Wir betrachten nochmals das Beispiel der Dining Philosophers
(speisende Philosophen):

o Es sitzen drei Philosophen P; um einen runden Tisch,
Eigonschtion, zwischen je zwei Philosophen liegt eine Gabel (fork) F;.
—— o Philosophen werden von Zeit zu Zeit hungrig H; und
bendtigen zum Essen E; beide benachbarte Gabeln.
o Jeder Philosoph nimmt zu einem beliebigen Zeitpunkt beide
Gabeln nacheinander auf (die rechte zuerst), isst und legt
anschlieBend beide Gabeln wieder zuriick.

P1. . P>

o~

nnnnnnnn

ke Beispiel: Dining Philosophers

Modellierung
WS 17/18 . .
Modellierung als Petrinetz:
o Marke bei H; bedeutet,
Somieeangmarhn Philosoph P; ist

hungrig. W,

o Marke bei W; bedeutet,
Philosoph P; wartet auf
linke Gabel.

o Marke bei F; bedeutet,
die Gabel F; liegt auf
dem Tisch.

o Marke bei E; bedeutet,
Philosoph P; isst.




Modellierung
WS 17/18

nnnnnnnnnnnnnnnnnnn

@ P; nimmt die rechte Gabel Fs.

Beispiel: Dining Philosophers

Modellierung
WS 17/18

nnnnnnnnnnnnnn

o Py nimmt die linke Gabel F; und isst.




Modellierung
WS 17/18

nnnnnnnnnnnnnnnnnnn

o Gibt es Mdglichkeit der Verklemmung (Deadlock)?

Beispiel: Dining Philosophers

Modellierung
WS 17/18

nnnnnnnnnnnnnn

o Ja! Nachdem alle nebenlaufig ihre rechte Gabel nehmen.




Petrinetze: Uberdeckungsgraph

Modellierung
WS 17/18
Erinnerung: Ein Petrinetz ist unbeschrankt genau dann, wenn sein
Erreichbarkeitsgraph unendlich grof3 ist.
s Aber wie kdnnen wir feststellen, ob Unendlichkeit vorliegt? J
Und gibt es in diesem Fall trotzdem noch eine (endliche, grafische)
Darstellung, die ,in gewisser Weise" alle erreichbaren
Markierungen reprasentiert?
Und an Hand derer wir vielleicht sogar Eigenschaften wie
Lebendigkeit und Kausalitaten entscheiden kénnen?
~» Uberdeckungsbaum ~~ Uberdeckungsgraph
SEE Petrinetze: Uberdeckungsgraph
Moeliering Beispiel eines .
unbeschrankten elnige SChalthlgen:
Petrinetzes: l l l
(1,0,0) (1,0,0) (1,0,0)
o e L
(0,0,0) (0,1,0) (0,1,0)
ls s
(1,0,1) (1,0,1)
Ls le
(0,0,1) (0,1,1)
I
(1 ,072)
L
Stellenordnung: s+, S, S3 (0,0,2)
SN Petrinetze: Uberdeckungsgraph
Modelion. Beobachtungen:

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

o Das Verhalten von Petrinetzen ist ,monoton®, das heif3t, jede
Schaltfolge ist auch dann noch méglich, wenn man der
Ausgangsmarkierung (nicht unbedingt gleich der
Anfangsmarkierung mgp) zusétzliche Marken hinzufigt.

o Wenn zwei Markierungen m, m’ existieren, so dass gilt:

o mist echt kleiner als m’ (das heiBt, m < m’ und m # n,
ab jetzt geschrieben als m < m’) und
o es gibt eine Schaltfolge von m zu n?,
dann kann man dieselbe Folge noch einmal von m'’ aus
schalten und erhalt eine wiederum echt gréBere Markierung
m’.
am Beispiel:
—(1,0,0) % (0,1,0) > (1,0,1) 2 (0,1,1) 2 (1,0,2) 2 (0,0,2)

m < m < m"’




Petrinetze: Uberdeckungsgraph

Modellierung : X
WS 17/18 Weitere Beobachtung:

@ So einen Abschnitt kann man dann sogar immer weiter
wiederholen, und die Markierung dadurch immer weiter
Enecnaten, wachsen lassen.

Uberdeckungsgraphen

@ Man nennt dies auch ,Pumpen® der Folge.

am Beispiel:
— (1,0 0) (0,1,0) (1,0 1) (0,1,1) (1,0,2)

(1,0, 5) (0,1,4) (1,0, 4) (0,1,3) (1,0,3)

s

(0,0,5)

nnnnnnn

Petrinetze: Uberdeckungsgraph

Moeliering Dieses ,immer weiter wachsen lassen* kann man dadurch
reprasentieren, dass man in den betroffenen Stellen eine spezielle
a)—Markierung einfihrt, etwa:

geese - 5(1,0,0) % (0,1,0) -3 (1,0, )

Formal:

Sobald eine neue Markierung m’ hinzugefligt wird, fiihre fiir jede
Vorgéangermarkierung mmit m < m’ ...

. folgende Ersetzung auf m’ durch:
o Furjedes s € S mit m(s) < n'(s), setze m'(s) auf .

o (Fir alle anderen s € S gilt m(s) = n(s) und wir lassen
m'(s) unverandert.)

nnnnnnnnn

e Petrinetze: Uberdeckungsgraph

Modellierung

WS 17/18 Bemerkungen:

o Die neu erzeugten besonderen w-Markierungen ordnen einer
oder mehreren Stellen sozusagen ,unendlich” viele Marken
Eigenschaften, ZU.

Uberdeckungsgraphen

Dies nimmt das wiederholte Schalten der Transitionsfolge von
m zu m’ vorweg, die nach und nach in den w-Stellen beliebig
viele Marken produzieren kénnte.

@ Wir mlssen auch fir die w-Markierungen, mit den
konzeptionell beliebig vielen Marken auf bestimmten Stellen,
ausdrlcken kdnnen, wie jenseits der ,gepumpten” Teilfolge
weiter geschaltet werden kdnnte, zum Beispiel:

—(1,0,0) % (0,1,0) % (1,0,0) % 2

o Daflr benétigen wir extra ,Rechenregeln bezliglich @.




Petrinetze: Uberdeckungsgraph

Modellierung
WS 17/18 - .
Fur alle k € Ny legen wir fest: @+ k = @ und @ — k = .

AuBerdem gilt uns ® als gréBer als jede natlrliche Zahl,
Eigenschaften, Und [0) S .

Damit haben wir jetzt zum Beispiel:
— (1,0 0) (0,1,0) (1,0 a)) (0,0, )

denn:
*t, = (1,0,0)
(0,0,0)
(1,0 0) (1,0, m)
(

(1,0,@)©(1,0,0)®(0,0,0) = (0,0, w)

nnnnnnn

i Petrinetze: Uberdeckungsgraph
Moeliering AuBerdem aber auch:

— (1,0 O) (0,1,0) (1,0 a)) (0,1,(1)) (1,0, )

denn:
Eigenschaften,

Uberdeckungsgraphen .t

=

(

(
(1,0,0) < (1,0,0)

(

(1,0,0)©(1,0,0)&(0,1,0) = (0,1, )
sowie:

°ts = (0,1,0)

I3 = (1,0,1)

(0,1,0) < (0,1, w)

(0,1,w)©(0,1,0)®(1,0,1) = (1,0,0)

nnnnnnnnn

e Petrinetze: Uberdeckungsgraph

s 17e.
Damit kénnten wir jetzt wieder unendliche Pfade produzieren,
etwa:
Snesecungsaaghen — (1,0 0) (0,1,0) (1,0 a)) (0,1,0)) (1,0, )
Je
(0,1, )

(1,0,0) < (0,1, ®) < (1,0,0) < (0,1, ®) < (1,0, ®)
Lo

Um das zu vermeiden, brechen wir ab, sobald sich eine
Markierung exakt wiederholt.




Petrinetze: Uberdeckungsgraph

M 171
Fir das Beispiel haben wir jetzt insgesamt:
— (1,0 O) (0,0,0)
Smanirten —(1,0,0) % (0,1,0) % (1,0,0) % (0,0, w)

2 (0,1,0) 5% (1,0,0) & (0,1,0) > (1,0, )

—(1,0,0) =
(Man beachte, dass der zweite und dritte Pfad oben aus
verschiedenen Griinden abbrechen.)

Der Uberdeckungsbaum stellt die Sammlung dieser Pfade
kompakter, nAmlich so weit wie mdglich Gberlappend dar, indem
gemeinsame Anfangsstucke nicht mehrfach reprasentiert werden.

Der englische Name fiir Uberdeckungsbaume ist covering trees.

nnnnnnn

f Petrinetze: Uberdeckungsgraph

Modellierung
WS 17/18

Beispiel: Uberdeckungsbaum:

|

(1,0,0)
/ le

(0,0,0) (0,1,0)

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

(0,0,0) (0,1,w)

Stellenordnung: s, Sz, S3 l’a
(1,0,m)

nnnnnnnnn

e Petrinetze: Uberdeckungsgraph

Modellierung
WS 17/18

Eigenschaften des Uberdeckungsbaums (I)

Sotaten, o Die Konstruktion des Uberdeckungsbaums terminiert immer
nach endlich vielen Schritten.

o Irgendwelche @w-Markierungen treten genau dann auf, wenn
das Petrinetz unbeschrankt ist.
(Das heiBt, der Uberdeckungsbaum kann auch dazu
verwendet werden, zu Uberprifen, ob ein Petrinetz
unbeschrankt ist.)

o Auch etwa schwache Lebendigkeit sowie Kausalitaten lassen
sich an Hand des Uberdeckungsbaums entscheiden.




nnnnnnnnn
DUISEURG

Petrinetze: Uberdeckungsgraph

Modellierung
WS 17/18
Eigenschaften des Uberdeckungsbaums (11)
gonewen  Sei N ein Petrinetz und B der dazugehdrige Uberdeckungsbaum.
Dann gilt:
o Fur jede erreichbare Markierung m von N gibt es einen
Knoten m’ in Bmit m < .
o Fir jeden Knoten m’ in B und jedes ¢ € Ny gibt es eine
erreichbare Markierung m von N, so dass flr alle Stellen s
gilt:
o m(s)=n(s), falls m'(s) # @
o m(s) > c, falls m'(s) = o.
i Petrinetze: Uberdeckungsgraph
Modellierung N t | h . t d K t kt
wemme atuariich Ist die ronstruktion Uberdeckungsbaum:
eines Uberdeckungsbaums
auch fiir beschrankte l
Cgenschaten Petrinetze maéglich, etwa: (1,0,0,0)
Uperdeckungsgraphen la
(0? 1 ) O? O)
1o
(0,0,0,1)
le
Stellonord (0,0,1,0)
tellenordnung wie in d e
friinerer Vorlesung / \‘
/ (1,0,0,0) (0,1,0,0)
Allerdings ist in solchen Fallen der Erreichbarkeitsgraph klar
attraktiver.
R Petrinetze: Uberdeckungsgraph
Modellierung
WS 17/18

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Uberdeckungsbaum:
Und manchmal wird der

Uberdeckungsbaum
schlicht unhandlich:

S2
:
S3

]

3

Stellenordnung: s1, s, S3
v

—
1S
i
e
S
—
1S

— —
o —
“ST:‘% O+— O +—
e Lo
e =) - =
S = = =

(<
—
&

S
—
1S
e
e
=
—
o




Petrinetze: Uberdeckungsgraph

Modellierung
WS 17/18
Gibt es ein Konstrukt, das die Vorteile von Uberdeckungsbaum
und Erreichbarkeitsgraph vereint?
s Ja, einen Uberdeckungsgraph (englisch: covering graph).

Grundsétzliche Idee:

o Konstruktion wie Uberdeckungsbaum

o Aber niemals Erzeugung zweier Knoten mit gleicher
Markierung

o Stattdessen Pfeile zu friher erzeugten Knoten

Feststellung: Fir beschréankte Petrinetze sind Erreichbarkeitsgraph
und Uberdeckungsgraph das Gleiche.

nnnnnnnn

EEE Petrinetze: Uberdeckungsgraph

Modellierung

wemns Konstruktion eines Uberdeckungsgraphen — alternativ beschrieben
o Fihre zunéchst wie gewohnt die Konstruktion des
Erreichbarkeitsgraphen aus.
et o Sobald eine Markierung m’ erzeugt wurde, filhre fir jede

Markierung m < m’ irgendwo zwischen mg und n7' . ..

... folgende Ersetzung auf m’ durch:

o Fir jedes s € S mit m(s) < n'(s), setze m'(s) auf @.
Sollte sich danach herausstellen, dass das neue m’ (welches
auch unverandert das urspriingliche sein kénnte) schon im
Graph vorkommt, verwende diesen vorhandenen Knoten.

o Mache mit der Konstruktion weiter, bis keine Markierungen
mehr hinzugefligt werden kénnen.

nnnnnnnnn

e Petrinetze: Uberdeckungsgraph

Modellierung
WS 17/18

Beispiel:

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Stellenordnung: sy, S2, S3 (0,0, )




Modellierung
WS 17/18

Eigenschaften,
Uperdeckungsgraphen

Petrinetze: Uberdeckungsgraph

Ein Petrinetz kann mehrere

S2
Uberdeckungsgraphen haben. O\

Hier fur ein Beispiel, fir das
wir auch schon den
Uberdeckungsbaum gesehen []

haben: =

Stellenordnung: s1, Sp, S3

4 . (0,1,0)——(0,1,0) —— (0, 0, ®)
H(LO,O):) Tt b ) t )

t 7 (0,0,1) ta f3,1
t (0,170)*1‘}(0,(0,60)
7
— (1 ,0,0) Tt
2] (0,0,1) Bt

nnnnnnnnn

DUISRURG

Modellierung
WS 17/18

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Petrinetze: Uberdeckungsgraph

Uberdeckungsgraphen haben analoge niitzliche Eigenschaften
wie Uberdeckungsbdume.

Also insbesondere Termination der Erzeugung, die Méglichkeit
zum Test auf Unbeschrénktheit und auf schwache (aber nicht auf
starke) Lebendigkeit eines Petrinetzes, und auf Kausalitaten,
sowie:
o FUr jede erreichbare Markierung m eines Petrinetzes gibt es
einen Knoten m’ im Uberdeckungsgraph mit m < m'.
o Fur jeden Knoten m’ im Uberdeckungsgraph und jedes
¢ € Ny gibt es eine erreichbare Markierung m des
Petrinetzes, so dass fir alle Stellen s gilt:
o m(s) =m'(s), falls mM'(s) # ®
o m(s) > c, falls M'(s) = o.

nnnnnnnnn
DUISRURG
fen im Denke

Modellierung
WS 17/18

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Petrinetze: Uberdeckungsgraph

Frage: Ist fir eine w-Markierung m’ im Uberdeckungsgraph
vielleicht sogar jede Markierung m des Petrinetzes mit
m < m’ erreichbar?

Nein! Gegenbeispiel:

J

Stellenordnung: sy, s> t
o

Die Markierung (1,1) ist kleiner als (1, @), ist aber in dem
Petrinetz nicht erreichbar.




Petrinetze: Erreichbarkeitsproblem

Offen im Denke

Me 11s Entscheidbarkeit des Erreichbarkeitsproblems
Es gibt ein Verfahren, das fir ein gegebenes (unbeschranktes)
Petrinetz N und eine Markierung m entscheidet, ob min N
Exonstaten, erreichbar ist. (Mayr, 1984)

o Dieses Verfahren ist jedoch extrem aufwéndig und in der
Praxis derzeit nicht einsetzbar.

o Die obige Aussage bedeutet jedoch auch, dass Petrinetze
nicht zu den machtigsten Berechnungsmodellen gehéren. Es
gibt namlich Berechnungsmodelle, fiir die das
Erreichbarkeitsproblem nicht entscheidbar ist.

Anders ausgedriickt: Petrinetze sind nicht Turing-machtig
(~ Vorlesung ,Berechenbarkeit und Komplexitat").

Das liegt vor allem daran, dass Petrinetze keine Nulltests
folgender Form erlauben: ,Die Transition t kann nur feuern,
wenn in der Stelle s keine Marken liegen.”

nnnnnnnnn

o Petrinetze: Uberdeckungsgraph — Wiederholung

Modslierung Ein anderes Beispiel mit
18 .
Uberdeckungsbaum: l

@ .
e /?/_@ O (0,0,1)
L

S2

(0,2,0)

Stellenordnung: s1, Sp, S3 lc

. 0,mw,1

und Uberdeckungsgraph: b ( )\c}
—(1,0,0) % (0,0,1) 2 (0,2,0) | (0:©.0) , @oo)
le Ci / lo
0,0,0) £ (0,0,0) & (0,0,1) | (0.0.0) (0,0,0) (0,0,0)
O T | NG
b,c (0,0,0) (0,0,0)

nnnnnnnnn

2l Petrinetze: Fallstudien (Wechselseitiger Ausschluss)

Modellierung

WS 1o Wir betrachten zum Abschluss des Petrinetz-Teils der Vorlesung
nun noch einige ,Fallstudien”, also Beispiele, an denen typische
Szenarien und spezielle Modellierungs-,Muster* nochmals deutlich
werden . ..

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Zunéchst behandeln wir das Konzept des wechselseitigen
Ausschlusses (engl. mutual exclusion).

o Wir betrachten zwei Akteure, die jeweils einen kritischen
Bereich haben.

o Beide Akteure dirfen nicht gleichzeitig in ihren kritischen
Bereich kommen, da sie sich dort gegenseitig behindern und
unerwinschtes Verhalten ausldsen wirden (z.B. indem beide
Akteure in dieselbe Datei schreiben).

Es darf sich also immer hochstens ein Akteur im kritischen
Bereich befinden.




Petrinetze: Fallstudien (Wechselseitiger Ausschluss)

Offen im Denke

Modellierung

WS 1718 Urspriingliches System:

Eigenschaften,
Uperdeckungsgraphen

Bedeutung der Stellen:

Kj: kritischer Bereich Akteur 1
NK: nicht-kritischer Bereich Akteur 1
Ko: krititischer Bereich Akteur 2
NK>: nicht-kritischer Bereich Akteur 2

nnnnnnnnn

G Petrinetze: Fallstudien (Wechselseitiger Ausschluss)

Modellierung

ol Erweitertes System mit Synchronisation:

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Bedeutung der Stellen:

Kj: kritischer Bereich Akteur 1
NK: nicht-kritischer Bereich Akteur 1
Ks: krititischer Bereich Akteur 2
NK>: nicht-kritischer Bereich Akteur 2
M: Hilfsstelle, sogenannter Mutex

nnnnnnnnn

A Petrinetze: Fallstudien (Wechselseitiger Ausschluss)

Offen im Denke

Modellierung
WS 17/18

Wir mdchten zeigen, dass in den Stellen Kj, K> niemals
gleichzeitig Marken liegen.

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Erreichbarkeitsgraph:

L

—
(1,0,1,0,1) (1,0,0,1,0)

nky
kq nky

(0,1,0,0,1)

Stellenordnung: NK1, Ki, M, Ko, NK»




Petrinetze: Fallstudien (Speisende Philosophen)

Offen im Denke

Modellierung

WS 1318 Wir kommen wieder auf die speisenden Philosophen zuriick, aber
schicken den dritten Philosophen nach Hause:

Eigenschaften,
Uperdeckungsgraphen

@ @~

nnnnnnnnn

EEE Petrinetze: Fallstudien (Speisende Philosophen)

Modellierung

WS 1318 Wir kommen wieder auf die speisenden Philosophen zurlick, aber
schicken den dritten Philosophen nach Hause:

AuBerdem
machen wir den
ersten
Philosophen zum
Linkshander (er
nimmt die linke
Gabel zuerst).

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

F’1‘ . P2

nnnnnnnnn

2l Petrinetze: Fallstudien (Speisende Philosophen)

Wsima®  Anders dargestellt:
Links- und rechtshandige Philosophen
Wy Eq

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Verklemmungsfrei
durch
Synchronisation!




Petrinetze: Fallstudien (Kapazitatsbegrenzung)

Modellierung
Ws 17 Ein anderes Erfordernis, das wir immer wieder mal ausdriicken

wollten (z.B. beim Keksautomat), war die Begrenzung der
Kapazitat einzelner Stellen im Petrinetz.

Eigenschaften,
Uperdeckungsgraphen

Eine Mdglichkeit zum Umgang damit ist die Einflhrung einer
speziellen Art von Petrinetzen:

Petrinetz mit Kapazitaten (Definition)

Ein Petrinetz mit Kapazitaten besteht aus einem (herkémmlichen)
Petrinetz, mit Stellenmenge S, und einer Kapazitatsfunktion
k : S — Np. Fir die Anfangsmarkierung my muss gelten: mg < k.

Intuition: Jede Stelle s darf hochstens k(s) Marken enthalten.

In der grafischen Darstellung werden die Kapazitaten an die
Stellen geschrieben.
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G Petrinetze: Fallstudien (Kapazitatsbegrenzung)

Modellierung

WS 17/18 Beispielnetz mit Kapazitaten

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

k(S1) = 2, k(Sg) =HI

Natirlich muss die Dynamik angepasst werden:
Aktivierung/Schalten bei Petrinetzen mit Kapazitaten (Definition)
Eine Transition ¢ ist fir eine Markierung m aktiviert, wenn gilt:

1. °t<m

2. und met@t* <k.

Das heif3t, eine Transition darf nur dann schalten, wenn dadurch
die Kapazitaten nicht Gberschritten werden.

nnnnnnnnn

i Petrinetze: Fallstudien (Kapazitatsbegrenzung)

Modellierung

WS 17/18 Beispielnetz mit Kapazitaten

Eigenschaften, 2
Uberdeckungsgraphen

—(1,1)——(1,0)

el

(2,0) (0,1) —2— (0,0)

Stellenordnung: s1, so

Insbesondere: Fir die Anfangsmarkierung (1,1) ist die Transition
t; nicht aktiviert.




Petrinetze: Fallstudien (Kapazitatsbegrenzung)

Offen im Denke

Modellierung

WS 1718 Es geht jedoch auch ohne Einfiihrung einer neuen Petrinetz-Art!

Umwandlung eines Petrinetzes mit Kapazitaten in eines ohne

1. Flge zu jeder Stelle s eine sogenannte Komplementstelle 's
hinzu. In der neuen Anfangsmarkierung enthalt s genau
k(s) — mg(s) Marken.

Eigenschaften,
Uperdeckungsgraphen

Idee: Die Summe der Marken in der Stelle und der Komple-
mentstelle ergibt immer die gewlinschte Kapazitat.

2. Falls eine Transition t insgesamt Marken aus einer Stelle s
herausnimmt, n = t*(s) — *t(s) < 0, flige eine Kante von t
nach s mit Gewicht —n ein.

3. Falls eine Transition t insgesamt Marken in eine Stelle s
hineinlegt, n = t*(s) — *t(s) > 0, flige eine Kante von s nach
t mit Gewicht n ein.

nnnnnnnnn

G Petrinetze: Fallstudien (Kapazitatsbegrenzung)

Modellierung
WS 17/18

Mit dieser Konstruktion ist fir jede erreichbare Markierung m
Onmrtosampsraphon sichergestellt, dass:

1. m(s) 4+ m(s) = k(s) fur jedes Paar s,s;

2. eine Transition t nur schaltbar ist, wenn die Kapazitaten der
Stellen in der Nachbedingung noch nicht ausgeschépft sind.
Das wird dadurch Uberprift, dass die benétigten
Restkapazitaten Uber die Komplementstellen abgefragt
werden.

nnnnnnnnn

i Petrinetze: Fallstudien (Kapazitatsbegrenzung)

Modellierung

WS 17/18 Umgewandeltes Beispielnetz

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Erreichbarkeitsgraph

4>(1»171a0)i>(1717071)

() o)

(2703071) (0727170)L>(03270a1)

Stellenordnung: s1,57, 82,52




Ausblick: Weitere Arten von Petrinetzen

3
Offen

Modellierung
WS 17/18

Neben den soeben konzeptionell betrachteten Petrinetzen mit
mec, - Kapazitaten gibt es noch weitere Arten/Erweiterungen von
Petrinetzen.

Zum Beispiel Attributierte Petrinetze, auch spezieller, bekannt
unter Namen wie:

o Petrinetze mit individuellen Marken
o Pradikat-Transitions-Petrinetze
o engl. coloured Petri nets

Ausblick: Weitere Arten von Petrinetzen

Modellierung
WS 17/18

Dabei haben die Marken Farben. Die Transitionen geben an,
Marken welcher Farbe entnommen und erzeugt werden sollen.

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Beispielsweise entnimmt folgende Transition eine blaue und eine
rote Marke und erzeugt zwei griine Marken.

ol

w Ausblick: Weitere Arten von Petrinetzen

Modellierung

WS 17/18 Die ,Farben” kénnen dabei auch Elemente eines bestimmten
Datentyps sein (z.B. Zahlen). Die Transitionen werden dann
symbolisch annotiert und an ihnen kénnen auch Bedingungen
stehen.

Eigenschaften,
Uberdeckungsgraphen

Beispielsweise hat folgendes Petrinetz natlrliche Zahlen als
LFarben”. Die Transition entnimmt der ersten Stelle eine Zahl x und
der zweiten Stelle eine Zahl y. In die Stelle der Nachbedingung
wird dann die Zahl x + y gelegt. Die Transition darf nur schalten
wenn x > 3.

X+y

x>3

KV




